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Dans cet article, nous determinons tous les couples d'endomorphismes 
polynomiaux permutables de degres superieurs a 1 de C 2 qui se prolongent en 
des endomorphismes holomorphes de P 2 et qui possedent deux suites d'iteres 
disjointes. 

Abstract 

On the commuting polynomial endomorphisms of C 2 

We determine all couples of commuting polynomial endomorphisms 
of C 2 that extends to holomorphic endomorphisms of P 2 and that have 
disjoint sequences of iterates. 

1 Introduction 

Soient X une variete complexe et fi, fa deux endomorphismes holomorphes 
de X. On considere l'equation fonctionnelle suivante: 

fx o h = / 2 o h (1) 

Cette equation possede des solutions triviales fi = h Ul :— h o h o ■ ■ ■ o h (n^ 
fois) ou h est un endomorphisme de X. Par la suite, on suppose que: 

ft ± / 2 m pour tout (n,m)^ (0,0) (2) 
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Soit a un automorphisme holomorphe de X. Le couple (/i,/2) verifie (1) si 
et seulement si (cr _1 o fx o a, cr^ 1 o / 2 o cr) la verifie. On dit que le couple 
(a -1 o fi o a, a -1 o / 2 o a) est conjugue au couple (/i, / 2 ). 

Dans C, si les fi sont des polynomes de degres di > 2, le probleme (1)(2) 
est resolu par Julia et Fatou f|, |[]. Pour f les fractions rationnelles de degres 
di > 2 de X = P 1 , ce probleme est resolu par Ritt et par Eremenko [j^, |l| (voir 
egalement [|]). Notons w = [w : W\ : ■ • ■ : w%\ les coordonnees homogenes 
de P fc et z — (zi,Z2, ■ ■ ■ ,Zk) ses coordonnees afines ou Zi := Wi/wo- Void les 
solutions de (1)(2) pour X = P 1 a une classe de conjugaison pres: 

1- (A; fi) — {z ±dl , \z ±d2 ) pour une certaine racine de l'unite A; 

2. (fi, f 2 ) = (±T dl , ±T d2 ) ou T d est le polynome de Tchebychev de degre 
d defini par T d (cost) := cos dt. Les signes ± sont choisis selon la parite 
des di. Les solutions sont les quatres couples (±T dl ,±T d2 ) pour les di 
impairs, un seul couple (T dl ,Td 2 ) (a une classe de conjugaison pres) 
pour les autres cas; 

3. II existe un tore complexe T = C/T, une fonction elliptique F : T — > P 1 , 
des applications lineaires Ai(z) = a; L z + bi qui preservent le groupe T et 
verifient F o fi = F o Aj, Ai o A 2 = A 2 o Ai sur T. La fonction F et les 
applications Aj sont decrites dans [I]. 

Nous donnons ci-dessous quelques exemples pour X = C 2 . Pour simplifier 
les notations, T d Zi signifiera la valeur de T d en Z{. 

Exemple 1 fi(z 1 ,z 2 ) := (z dl ,±T dl z 2 ) et f 2 (zi,z 2 ) := (A^ 2 , ±T d2 z 2 ) sont 
permutables, ou A est une certaine racine de l'unite et les signes ± sont 
choisis selon la parite des di (voirle cas X = P 1 ). 

Exemple 2 fi(z u z 2 ) := (±T di z 1 ,±T di z 2 ) ou (±T di z 2 , ±T di z 1 ) sont permuta- 
bles oil les signes ± sont choisis selon la parite des di. 

Exemple 3 Soient Pi, Qi les polynomes homogenes a deux variables, de 
degre di et sans facteur commun. Supposons que les [Pi : Qi) definissent sur 
P 1 deux endomorphismes permutables. Alors il existe des constantes A« ^ 
telles que les fi := (AjPj, \Qi) definissent des endomorphismes holomorphes 
permutables de C 2 qui se prolongent holomorphiquement a l'infini en des 
endomorphismes permutables de P 2 . 
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Exemple 4 Soient h\, h 2 deux endomorphismes holomorphes de P 1 et ir 
l'application holomorphe de P 1 xP 1 dans P 2 qui definit un revetement ramifie 
a deux feuillets et verifie Tr(x,y) = ir(y,x). Si ([a;o : X\], [yo : yx\) sont les 
coordonnees de P 1 xP 1 , on a n([x : Xi), [y : yi\) = [x y : x y 1 + x 1 y : xtyi). 
Soient Fi(a,b) := (hia,hib) deux endomorphismes de P 1 x P 1 . II existe des 
endomorphismes holomorphes fi de P 2 tels que fi on = iroFi. Lorsque hi, h 2 
sont permutables, les fi sont permutables. Lorsque les hi sont des polynomes, 
fi, f 2 sont polynomiaux. 

De meme maniere, on peut construire des endomorphismes permutables de 
P fc . Pour k > 3, d'autres exemples sont construits dans ||. Les automor- 
phismes polynomiaux permutables de C 2 sont etudies dans 0. 

Notons VHd 1 'ensemble des endomorphismes polynomiaux de C 2 qui se 
prolongent holomorphiquement a l'infmi. Notre resultat principal est: 

Theoreme 1 Soient fi G VTLd± e t f2 G VTCa 2 verifiant les conditions (1), 
(2) ou di > 2 et d 2 > 2. Alors le couple (fi,f 2 ) est conjugue a Vun des 
couples decrits dans les exemples 1-4- 

Un orbifold est un couple O = (X,n), ou X est une variete complexe et n 
est une fonction a valeur dans N + U {oo}, definie sur l'ensemble des hyper- 
surfaces irreductibles de X; cette fonction est egale a 1 sauf sur un ensemble 
localement fini d'hypersurfaces. Une application holomorphe d'un orbifold 
O dans un autre O' = (X', n') de meme dimension est une application holo- 
morphe ouverte / de X \ H dans X' telle que n'(f{V)) = mult(/, V)n{V) 
pour toute hypersurface irreductible D de X, oil est la reunion des hy- 
persurfaces Hj verifiant n(Hj) = oo et mult(/, V) est la multiplicite de / 
en un point generique de V (on dira simplement la multiplicite de / sur V). 
Lorsque / est un revetement ramifie au-dessus de X'\H', on dit que / definit 
un revetement O au-dessus de O', oil H' est la reunion des hypersurfaces ifj 
verifiant n'{H'-) = oo. Remarquons que si / definit un revetement d'un orb- 
ifold dans lui-meme, alors l'ensemble critique C de f est preperiodique, i.e. 
f n C = f m C pour certains < n < m. Une telle application s'appelle cri- 
tiquement finie. Si f n definit un revetement de O dans lui-meme, / definit 
egalement un revetement de O dans lui-meme. 

Dans Eremenko a montre que si f\ verifient (1)(2) pour X = P 1 , il 
existe un orbifold O = (P 1 , n) tel que les fi definissent des revetements de O 
dans lui-meme. On deduit de ce resultat et du theoreme 1 que: 
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Corollaire 1 Sous I'hypothese du theoreme 1, il existe un orbifold O = 
(P 2 , n) tel que les applications fa definissent des revetements de O dans lui- 
meme. En particulier, les applications fa sont critiquement finies. 

Dans le paragraphe 2, nous donnons quelques proprieties des suites d'iteres 
de fi et f 2 . On montre que si f 2 ) appartient aux exemples 1-4, (/ 1; f 2 ) 
sera conjugue a l'un des couples decrits dans ces exemples (lemme 2). Par 
consequent, au cours de la preuve du theoreme 1, on peut toujours remplacer 
les fa par leurs iteres. On note fal^ la restriction de fa a la droite infinie 
{wq = 0} et Td(x) := 2T^(x/2). D'apres le lemme 2, il suffit de considerer les 
cas suivants: (/i|oo, /2U) = (x dl ,x d2 ), (/i|oo, /2U) = (f^f^) et le cas oil 
les /"|oo n e sont pas conjugues aux polynomes pour tout n > 1. 

Dans le paragraphe 3, nous donnons quelques proprietes de l'ensemble 
critique d'une application holomorphe ouverte et de leur image. Nous don- 
nons egalement le comportement asymptotique de fa et son ensemble critique 
au point super-attractif a l'infini lorsque ce point existe. 

La preuve du theoreme 1 se constitue par 3 derniers paragraphes corre- 
spondant au 3 cas cites ci-dessus. Dans les paragraphes 2-5 on note CjU{u>o = 
0} l'ensemble critique de fa et on ecrit en coordonnees affines fa = (/a,/i2)- 
Alors Q est de degre 2di — 2 compte avec les multiplicites. Pour simplifier les 
notations, fa et f~ 1 a signifieront l'image et l'image reciproque de a par /. 

Je tiens a remercier Nessim Sibony de m'avoir propose ce probleme ainsi 
que pour ses indications. 

2 Quelques proprietes de suites d'iteres 

Lemme 1 Soient fa e VHd x et f 2 G VHd 2 ■ Supposons que fa o fai — fa 2 ° /1 
et /"loo = /™|oo- Alors il existe n',m' > 1 tels que /f' = f™'. 

Preuve. II suffit de considerer n = m = 1. Comme /i|oo = /2I00, d\ = d 2 . 
Posons d :— d± — d 2 - On peut ecrire les fa sur les coordonnees homogenes: 

fa(w) := [wq : P(wi,w 2 ) + w R(w) : Q(wi,w 2 ) +w S(w)] 

f 2 (w) := [wq : AP(wi,w 2 ) +w R(w) : \Q(w 1 ,w 2 ) +w S(w)] 

oil P, Q sont homogenes de degre d, R, S, R, S sont homogenes de degre d—1 
et A 7^ 0. Comme fa o f 2 — f 2 o f 1: A = \ d . Quitte a remplacer fa par ff~ l , 



4 



on peut supposer que A = 1. Supposons que fx ^ / 2 . Soit < a < d le 
nombre naturel minimal tel que: 

fi{w) = [w d : P* + w%R* + w« +1 U t : Q* + w«S* + < +1 T,] 

ou P*, Q* sont homogenes de degre d et ne contiennent aucun monome dont la 
puissance de wo est > a, R*, S* sont homogenes de degre d — a, independants 
de w et Ui, Tj sont homogenes de degre d — a — 1. Considerons deux 
polynomes suivants en variable w et a coefficients dans C[u>i,w; 2 ]: 

P(P* + <P*, Q* + w«S*) - P(P*, Q*). 

Comme /io/ 2 = fcofi, les coefficients de Wq dans ces polynomes sont egaux: 

P X {P, Q)R\ + P 2 (P, Q)S{ = Pt(P, Q)R* 2 + P 2 (P, Q)S* 2 

oil Pi := dP/dwi et P 2 '■= dP/dw2- Par consequent, 

Pi(P,Q)(R{ - R* 2 ) + P2(P,Q)(St - S*) = 0. 

De meme, 

Q^Q^Rl - J?) + Q 2 (P,Q)(S* - 5*) = 0. 

Comme a est maximal, P* — Pg e ^ — ^2 ne son ^ P as tous nuls. On en 
deduit que P\jPi = Qi/Q 2 . L'application — [P : Q] est done constante. 
C'est la contradiction recherchee. 

□ 

Soit / un endomorphisme holomorphe de degre d > 2 de F k . On note E(f) 
l'hypersurface (eventuellement vide ou reductible) maximale et completement 
invariante par /, i.e. f~ 1 E(f) = E(f). Cette hypersurface existe et s'appelle 
l'hypersurface exceptionelle de / || et E(f) = E(f n ) pour tout n > 1. Dans 
P 1 , #£(/) < 2; si #£(/) = 2, / est conjugue a z ±d ; si #£(/) = 1, / est 
conjugue a un polynome. Dans P 2 , degP(/) < 3; si degP(/) = 1, / est 
conjugue a un endomorphisme polynomial; si degP(/) = 2, / est conjugue 
a [Wp : w d : P] ou {p, q] est une permutation de {0, 1} et P est un polynome 
homogene de degre d; si degP(/) = 3, / est conjugue a [w d : w d : wf\ ou 
{p, q, r} est une permutation de {0, 1,2} ||. 

Lemme 2 Sous Vhypothe.se du theoreme 1, si (/{", se trouve dans les ex- 
amples 1-4, (fi, $2) esi conjugue a Vun des couples decrits dans ces exemples. 
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Preuve. Cas L Supposons que (f™,f 2 ) se trouve dans l'exemple 1. Alors 
l'ensemble exceptionel de f\ est la reunion de deux droites dont l'une est 
rinfini. Quitte a changer les coordonnees, on peut supposer que f\ = (zf 1 , P{z)) 
et f 2 = (^zf 2 , Q(z)) avec A ^ 0. Comme les deuxiemes composantes de 
f{ a ,f 2 sont independantes de z\, le polynomes P, Q sont independants de 
Zl . On a done PoQ = QoPetP m = ±T d? et Q n = ±T d ™. Alors (P, Q) 
est conjugue a (±T dl ,±T d2 ) et (fi, f 2 ) est conjugue au couple decrit dans 
l'exemple 1. 

Cas 2. Supposons que (/{", f 2 ) se trouve dans l'exemple 2. On a ff m = 
(T d 2mZ 1 ,T d 2 r z 2 ) et fl n = (T 4nZl ,T d 2 n z 2 ). Posons d := df et / := /|» = 
(T d Zi,T d z 2 )- II existe un point a G C 2 fixe pour /1 et periodique pour / car 
l'ensemble des points fixes de fi est invarant par /. Quitte a remplacer / par 
/' on peut supposer que a est fixe pour /. Comme / = (T d z\,T d z 2 ), il existe 
(tl,t 2 ) G IR 2 tel que a = (cos £*, cos t 2 ) = (cos dt\, cos dt* 2 ). Posons ip(ti_, t 2 ) :— 
(cos(ii— £*), cos(t 2 — ^2)) une application holomorphe d'un voisinage de G C 2 
dans un voisinage de a dans C 2 . Supposons par la suite que cost* 7^ ±1; 
le cas ou par exemple cost* = 1, il suffit de remplacer cos(ti — t*) dans 
tp par cos y/t\ — ~t\. L'application <p est un biholomorphisme local. Soient 
g ■= (f^ofoip et g 1 := (p^ofroip. On a g{t 1 ,t 2 ) = (dt 1 ,dt 2 ) et go gi = g ± og. 
Utilisant les developpements de Taylor de g et gi, on montre facilement que g\ 
est lineaire. Posons gi(ti,t 2 ) = (ati + f3t 2 ,a'ti + f3't 2 ). Soit f\ = (P,Q). On 
a cos(at[ + (3t' 2 ) = P(cost' 1 , cost 2 ) ou t'i := ti — t*. Comme le membre a droite 
est periodique de periode (2ir, 2ir), a et f3 sont entiers. L'egalite precedente 
implique sinat^ sin/3t 2 = cosat^ cos j3t' 2 — P(cost[, cost' 2 ). Si a(5 7^ 0, sina^ 
s'ecrit en fonction de cost^. Ceci est impossible car sin at[ est impaire et 
non identiquement nulle. Done af3 = 0. De meme, a'f3' = 0. Comme f\ et 
gi sont ouvertes, a = f3' = ou a' = (3 = 0. On en deduit facilement que 
P = ±T dl zi ou ±T dl z 2 . Le polynome Q Test aussi. On conclut que (fi, f 2 ) 
se trouve dans l'exemple 2. 

Cas 3. Supposons que (/{", f 2 ) se trouve dans l'exemple 3. Alors /{" et f 2 
sont homogenes. Par consequent, f\ et f 2 sont homogenes et (f\, f 2 ) se trouve 
dans l'exemple 3. 

Cas 4- Supposons maintenant que {fi, f 2 ) se trouve dans l'exemple 4. Soit 
Tl l'application de C 2 dans C 2 avec ir(x,y) — (x + y,xy) (voir l'exemple 4). 
Quitte a remplacer (to, n) par (2m, 2n), on peut supposer que f™on = noFi 
et / 2 n o 7T = 7T o F 2 ou Fi(x,y) := (T dT x,T d? y), F 2 (x,y) := (T d n X ,T d ny) ou 
F 1 (x,y) = (X 1 x d ^,X 1 y d ^), F 2 (x,y) = (\ 2 x d * , \ 2 y d * ). Comme /™ definit 
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un revetement d'un certain orbifold O = (F 2 ,n) dans lui-meme, f\ definit 
egalement un revetement de O dans lui-meme. Remarquons que la courbe 
H := \z\ — Az 2 = 0} est invariante par /{", f% et n(H) = 2. Le fait que fi 
definit un revetement de O dans lui-meme implique qu'il existe des polynomes 
Ri verifiant: 

fl - Af l2 = {z\ - Az 2 )Rl 
Posons Hi := (H il: H i2 ) = f { o it, on a: 

Hi - AH l2 = (x- y) 2 R 2 t (x + y,xy). 

Ces egalites signifient qu'il existe des applications Fi verifiant it o Fi = Hi. 
On peut choisir les Fi telles que Fi o F 2 = F 2 o F u F™ = F x et F 2 n = F 2 . 
Comme F™, F£ sont prolongeables en des endomorphismes holomorphes de 
P 2 , Fi et F 2 le sont aussi. Comme dans les cas 2 et 3, on montre que 
Fi = (±T^x, ±T di y), (±T di y, ±T d% x) ) {\x d \ A,y*) ou {\y di , A^*). Les deux 
premiers cas (resp. les deux derniers) donnent les memes applications fi. 
Done (fi, f 2 ) appartient a l'exemple 4. 

□ 

Proposition 1 Sous I'hypothese du theoreme 1, pour toute composante A 
de C\ U C 2 , il existe deux couples de nombres naturels (n,m) ^ (n',m') tels 
que f™f™A = /f f™ A. De plus, il existe N qui ne depend que du nombre 
des composantes de C\ U C 2 tel que n, m, n', w! soient majores par N. 

Remarque 1 Cette proposition reste valable pour les endomorphismes ou- 
verts permutables d'une variete quelconque tels que les ensembles critiques 
des fi contiennent un nombre fini de composantes irreductibles. Elle est 
demontree en collaboration avec N. Sibony. 

Preuve. II sufht de considerer A C C\. La relation f 1 o f 2 = f 2 o f 1 implique: 
D'ou: 

C 2 Uf 2 1 (C 1 )=C 1 Uf 1 -\C 2 ) (3) 

Supposons qu'il n'existe pas n, m, n', m' verifiant cette proposition. Alors la 
suite f^A contient une infinite de courbes differentes. Ceci implique qu'il 
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existe un n tel que f 2 A <f_ C\ car C\ ne contient qu'un nombre fini de courbes 
irreductibles. On choisit n minimal possible. Posons A' := f 2 a ~ 1 A. La 
relation (3) implique que A' C C\ fl C 2 et f^A' C C 2 U j 2 x C\. 

Supposons que pour tout m > 0, fi m A' C C2. Comme C2 ne contient 
qu'un nombre fini de composantes, il existe mi < m2 et une composante A" C 
C 2 verifiant A' = f^A" = fi»A". Par consequent, ^"U = f 2 1 ' 1 f^~ mi A. 
C'est contradiction. 

Soit m > 1 le nombre minimal verifiant fi m A' (£_ C 2 . Comme / 1 ~ m+1 A / C 
C 2 , (3) implique f{ m A' C C 2 U j 2 x C\. Done fi m A' contient une composante 
de f 2 ~ 1 C±. II existe une composante A 2 de C\ telle que f 2 A' = fi l A 2 . D'ou 
/ 2 M = /fA 2 . 

De meme, il existe une suite {Aj} de composantes de Ci avec Ai = A 
et des rii, rrii > 1 avec ni := n et mi := m tels que f 2 { Ai = f^A^i. II 
existe < I < j tels que Ai = Ay On deduit que f 2 f(A = ffA pour 
r := n\ + • • • + n/_i, s := m; + • • • + m,j_i et p :— mi + • • • + m.j_i. C'est 
contradiction. 

Par le raisonnement ci-dessus, l'existence de iV est evidente. 

□ 

3 Germes holomorphes et ensembles critiques 

Soient / une application ouverte d'un domaine U C C n dans C n , if et H' 
deux hypersurfaces de U. Pour tout a e U, on note mult(/, a) /a multiplicite 
de / en a, i.e. le nombre de preimages dans U' d'un point b generique 
sumsamment proche de f(a), ou U' est un voisinage suffisamment petit de 
a. On note mult(/, H) la multiplicite de / sur H, i.e. la multiplicite de / en 
un point generique de H et mult (if fl H',c) la multiplicite de l'intersection 
H f] H' en c E H H H'. Posons m f (H) := mult(/, if) - 1. Mors m / (if) > 
si et seulement si if appartient a l'ensemble critique de / avec la multiplicite 
ni/ (if). Dans la suite, / est un germe d'application holomorphe, ouverte, 
definie au voisinage de G C 2 a l'image dans C 2 et C son ensemble critique. 

Lemme 3 Supposons que f(x,y) = (x d + o(x d ), g(x, y)) avec d > 2. Soient 
C\, C 2 , C m et {x = 0} les composantes irreductibles de C. Posons rii := 
m/(Cj) et rrii := mult(Cj fl {x = 0},0). Alors Yl, m i n i — mult(/i, 0) — 1 = 
m h (0) 7 oil h := f\ {x=0 }- 
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Preuve. Soit J le jacobien de /. Alors ^mjUj est la multiplicite en de la 
restriction de | J\/x d ~ 1 sur {x = 0}. D'autre part, 

d + o(l) 0(x) 

9x 9y 

ou g x := dg/dx et g y := dg/dy. Par consequent, 

^^mjUi = mult(y J/ (0, y), 0) = mult((?(0, y), 0) — 1 = mult(/i, 0) — 1. 

□ 

Lemme 4 Soient f, h definis dans le lemme 3, A une courbe lisse qui coupe 
{x = 0} transversalement en 0. Soient les composantes irreductibles de 
f^A, Hi := mult(/, Ai) et rrii := mult(A n {x = 0},0). Alors mult(/,0) = 
d.mu\t(h, 0) = d.^miUi. 

Preuve. Quitte a remplacer / par / o a, on peut supposer que A = {y = 0}, 
ou a est une application holomorphe inversible. Alors est une solution 
de multiplicite mult(/, 0) de l'equation f(x,y) = 0. Posons / = (l,g). La 
solution de l'equation I = est {x = 0} avec la multiplicite d. Comme 
f~ l A = {g = 0}, on a 

mult(/,0) = d.mult({^ = 0} n {x = 0},0) = d.mult(/i, 0) = d^m^i. 

□ 

Dans la suite, on note f\, f 2 deux germes d'application holomorphe ouverte 
definies au voisinage de 6 C 2 a l'image dans C 2 tels que /i(0) = /2(0) = 
et /i o f 2 — ji o fi. Notons d l'ensemble critique de /j. 

Lemme 5 Supposons que fi(x,y) = {x dl + o(x dl ),a,iy + yhj) ou hi(0) = 0, 
dj 7^ et a" 7^ a^ - ponr toni n G N + . Soit C un germe de surface de Riemann 
en (eventuellement singulier) tel que f\C = f 2 C. Alors C est I 'une des deux 
courbes invariantes {x = 0} et {y = 0}. 

Preuve. Supposons que C ^ {x = 0} et C ^ {y = 0}. On peut ecrire 
C = u(D) ou D est un disque de C centre en 0, u(t) = (t l , ct m + o(t m )) une 
application holomorphe de D dans C 2 et c 7^ 0. On a: 

fi o u(t) = (t ldi + o{t ldi ), a lC t m + o(t m )). 

Comme f±C = f 2 C, on a ld ± = ld 2 et (aic) ldl = (a 2 c) ld ' 2 . D'ou d 1 = d 2 et 
a ldl = a ldl . C'est la contradiction recherchee. 
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□ 



Soit h(x, y) = Ylk i>i a ki xk y l une fonction holomorphe definie au voisinage 
de e C 2 . Pour tout a G 1R+, on pose 

d a := min ak + /. 

Mors on peut ecrire h = h a + o a (y da ), oil h a := Y. a k+i=d a a kix k y l et o a (y da ) 
est une fonction verifiant o a (y da ) = o(t da ) quand x = 0(t a ) et y = O(t). 
Considerons h = ay d + xg(x,y) avec a ^ et g holomorphe. On definit un 
nombre rationnel at > 1 par: 

:= max{l, min a}. 

d a =d 

Proposition 2 Soient /j = (x* + o(x d< ), /ij) e£ a := max(a/ ll ,«/ i2 ) /ij = 
y di +xgi(x, y). Supposons que d™ ^ d 2 pour tout (m, ji)gN 2 - (0, 0). Soient 
Pi(y) '■— hi i0l (l,y). Alors Pi o P 2 = P 2 o P 1 et I'une des conditions suivantes 
est vraie: 

1. a = 1, (P 1 ,P 2 ) est conjugue a {y dl , , yy d2 ) avec ^ dl ~ l = 1; 

2. a = 1, (Pi,P 2 ) est conjugue a (±2^, ±P<2 2 ); 

3. a = 2, (3- l P t ((3y) = ±f di (y) ou = 1. 

Preuve. Si a = 1, [x di : h^ a ] definissent deux endomorphismes polynomiaux 
permutables de P 1 dont [x : y] sont les coordonnees homogenes. D'ou Pi o 
P 2 — P 2 oP x . Comme d™ ^ d 2 pour (to, n) ^ (0,0), (P,Q) est conjugue a 
(y dl ,7y d2 ) ou a (iT^ , ±T^ 2 ). L'une des conditions 1 ou 2 est vraie. 

Supposons maintenant que a = p/q avec p, q premiers entre eux et p > 
q > 1. La relation /io/ 2 =/ 2 o / x appliquee a x = t p et y = at q nous donne 
P 1 oP 2 = P 2 oP 1 . Comme d™ ^ d 2 pour (to, n) ^ (0, 0), (Pi, P 2 ) est conjugue 
a (a dl , 7 a d2 ) ou a (±T dl , ±T d J. 

Le coefficient de a dl ~ l dans Pi(a) est nul car a > 1. Alors si (Pi,P 2 ) est 
conjugue a (a dl , r ya d2 ), il sera egal a (a dl ,7'a d2 ). Ceci est impossible (voir la 
definition de a = maxfa^, a/i 2 ))- Alors (P 1 , P 2 ) est conjugue a (±T dl , ±T d2 ). 

Par la definition de a, P(a) = a m P*(a p ) pour un certain polynome P* . 
Alors l'ensemble des zeros de Pj est stable par la rotation a i — > {/la. On en 
deduit que p — 2, done g = 1 et ct = 2 car les zeros de ±T d . sont alignes. 
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Finalement, il existe une application lineaire o~(a) := j3a + 9 avec j3 7^ 
telle que a^ 1 o P i o o = rkT d .. Si d^ est pair (ou impair) les fonctions T d . et 
Pi le sont aussi. De plus, le coefficient de y di ~ x dans Pi(y) est nul; ceux de 
y di dans Pi et dans f di sont 1. Done = et f3 di ~ l = 1. 

□ 

Corollaire 2 5z la condition 3 de la proposition 2 est vraie, alors il existe 
une courbe V = {x = P 2 y 2 /4 + o(y 2 )} invariante par f\ et f 2 telle que 
f- 1 V\V = &. De plus, 

1. Si di est impair, d est une reunion de (di — l)/2 courbes V r = {x = 
f3 2 y 2 /r + o(y 2 )} oureR + et ±^r~ £ f^{±2} \ {±2}. 

2. Si di est pair, Q est une reunion de di/2 — 1 courbes V r = {x = 
(3 2 y 2 /r + o(y 2 )} et d'une courbe V Q qui coupe {x = 0} transversalement ou 
reR + et ±y/¥ e f^{±2} \ {±2, 0}. 

Preuve. On peut supposer que i — 1. Quitte au changement de coordonnees 
(21,22) l—> (zi,/3z2), on peut supposer que (5—1. On ecrit 

fj = (x d * + o(^), ±x*i' 2 f d .(y/yfi) + o 2 (^))- 

Soit r l'application de C 2 dans C 2 definie par r(t, a) := (t 2 , at). Cette applica- 
tion est localement inversible sauf sur {t = 0}. On considere Fj := r _1 o/jOT. 
Avec les fj decrits ci-dessus, on peut trouver des Fj holomorphes au voisinage 
de {t = 0} verifiant F 1 o F 2 = F 2 o Fx et 

F,(t,a) = (t d * +(>(&), ±f d .(a)+0(t)). 

Soit U {t = 0} 1' ensemble critique de Fj. On a rCj = Cj. Fixons un N et 
un R suffisament grands. II existe un e > tel que les applications Fj soient 
definies sur {\t\ < e} x {\a\ < R} pour tout I — 1,2,... , TV. On considere ici 
le cas ou di est pair et les signes ± sont les +; les autres cas seront traites 
de meme maniere. 

Considerons un b E T di 1 {2} \ {0, 2}. Alors b est un point critique d'ordre 
1 de T dl . D'apres le lemme 3, il existe une courbe V' b C C'j qui coupe {t = 0} 
transversalement en (0,6). La proposition 1 s'applique egalement pour les 
Fj. II existe (m,n) ^ (m',n') tels que F^F^V' b = F^F^'V b et m,n,m',n' 
soient plus petits que iV-1. On en deduit que F^F^(F{D' b ) = F™' F%' (F{D' b ) . 



11 



Or F{D' b passe par (0,2) un point fixe de F 1 et F 2 , le lemme 5 (applique a 
prnpn ^ pm pn ■j mon t re q Ue p{[) h est invariante par F\ et F 2 . Cette courbe 
invariante, notee V, est la courbe stable passant par (0,2); elle est unique, 
lisse et independante de b; elle coupe {t = 0} transversalement. La courbe 

V est definie par une equation du type a = 2 + 0(t). Ceci implique que 

V := r~ l V est definie par y 2 = Ax + xd(l) ou la notation 5(1) signifie une 
fonction multi-valante tendant vers quand x — > 0. On a mult(I' fl {x = 
0}) = 2 et {x = 0} est tangente a P. Done "D est lisse, irreductible, tangente 
a {x = 0}. Elle est invariante par /i, / 2 et definie par une equation du type 
x = y 2 /A + o(y 2 ). Posons r := b 2 , V r := T~ x V h . De meme maniere, on prouve 
que V r = {x = y 2 /r + o(y 2 )}. On a V r C Ci. Ilya g^/2 — 1 tels nombres 
r different s. Comme mult(/i|{ x=0 }, 0) = di, le lemme 3 implique que C\ est 
la reunion des T> r et d'une courbe Vq qui coupe {a; = 0} transversalement 
en 0. Remarquons qu'il existe une composante V" de T~ 1 (fiV ) passant par 
(0, -2) et {n, m) ^ (n', m') tels que F^F^V" = F^F' 2 m 'V". D'ou FiP" = V. 
Ceci montre aussi que V" est la composante de t _1 (£>) qui passe par (0, —2). 
D'ou D C fi X T>. Le lemme 4 montre que f^V contient seulement les V r , 
V et V. 

□ 

4 Preuve du theoreme 1: premier cas 

Dans ce paragraphe, on suppose que = [w* : w^] (voir l'introduction). 
D'apres le lemme 1, on a (/i|oo) n 7^ (/2|oo) m pour tout (n, m) 7^ (0,0). Done 

7^ pour tout (n, m) ^ (0, 0). Soient a = [0 : : 1] et a' = [0 : 1 : 0]. En 
utilisant les coordonnees locales x := W0/W2, y '■— Wi/w^, au voisinage de a, 
on peut ecrire fi(x, y) = (x di + o(x dt ), hi) ou hi = y di + xg,i. 

D'apres la proposition 2, il existe une application lineaire o~(zi) = j3z 1 + 9 
telle que l'une des conditions suivantes soit vraie: 

1. a 1 o fn o c — z dl et a" -1 o / 21 o a - = 72^ avec 7 dl_1 = 1; 

2. (J -1 o/ a ou = ±f di zi, 

3. /a = ±p- 1 z% ,2 f di (Pz 1 / y/z£) + Hi ou Si = £ fc+2J<dj hkiz\z l 2 . 

Quitte a remplacer /j par on peut supposer que les signes ± sont les +. 
Comme hi = y dl + xg i: dans les conditions 1, 2, on a = 1. Quitte a 
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effectuer un changement de coordonnees (z\,z 2 ) i— > (z 1 + 9/j3,z 2 ) dans les 
conditions 1, 2, on peut supposer que 6 = 0. Alors dans 1., on peut supposer 
que a = Id; dans 2. et 3., en utilisant le changement (z±,z 2 ) i— > ((3zi,Z2), on 
peut egalement supposer que /3 = 1 et a = Id. De meme pour a', l'une des 
conditions suivantes est vraie: 

1- /i2 = z 2 \ 

2'- /i2 = T d .z 2 ; 

3'- /a = /3'- 1 zf /2 f, i (/3'z 2 / v ^r) + SJ on = 6^4, = 1. 

II est clair que si les conditions 3 et 3' sont fausses, le couple (fi,f 2 ) se 
trouve dans les exemples 1-3 a une classe de conjugaison pres. La preuve du 
theoreme 1 sera completee par les propositions qui suivent. 

Proposition 3 Si les conditions 1, 3' ou 1 ',3 sont realisees, le couple (/i, f 2 ) 
se trouve dans I'exemple 4 Q> une classe de conjugaison pres. 

Preuve. On peut supposer que 1' et 3 sont vraies. D'apres la proposition 
2, il existe une courbe algebrique T> invariante tangente a {wq = 0} en a. 
Comme fi\oo = [w't '■ w 2 l ] et comme fi 2 = z 2 \ on a T> H {^o = 0} = {a}; V 
est done de degre 2. L'ensemble exceptionnel de fi\v qui est de cardinal < 2 
et qui contient les points d'intersection de V avec {w = 0} U {w 2 = 0}. Par 
consequent, V est tangente a {w 2 = 0} en un point, note b. Quitte a effectuer 
un changement de coordonnees du type z 2 i— > z 2 + a, on peut supposer que 
6 = 0. Alors l'application fi\s Wl =Q\ possede deux points exceptionnels; elle est 
done egale a z$*. Appliquant la proposition 2 en b, on constate que Sj = 0. 
On verifie facilement que les fi = (zf^ 2 Td t (zi/ y/z^), z%*) sont conjuguees aux 
applications construites dans I'exemple 4 pour hi(x) = x d \ 

□ 

Proposition 4 Les conditions 2, 3' (ou 2', 3) ne sont pas realisees simul- 
tanement. 

Preuve. Supposons, par exemple, que 2 et 3' sont vraies. Soit V la courbe 
invariante de fi passant par a' qui est decrite dans le corollaire 2. Cette 
courbe est tangente a {w = 0} en un point unique a'. Par sa description 
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dans le corollaire 2, T> est de degre 2. L'application fi agit sur D comme un 
polynome de degre d\. Alors il y a au plus d\ — \ points critiques de qui 
sont differents de a'. 

Posons S s = {zi = s}. Observons que I : = T d ~ 1 {±2}\{±2} est l'ensemble 
critique de T dl . Comme / n = T dl (zi), si s e / et si £ s coupe V transver- 
salement en z alors z est un point critique de f\\v- De plus, il y a une seule 
droite £ s qui ne coupe pas V transversalement en deux points car V est 
une courbe rationnelle ne passant pas par [0:0:1]. Alors fi\x> possede au 
moins 2{di — 2) points critiques differents de a' car #J = d\ — 1. C'est la 
contradiction recherchee. 

□ 

Proposition 5 Les conditions 3, 3 7 ne sont pas realisees simultanement. 

Preuve. Supposons que 3, 3' sont vraies. Pour simplifier les calculs on sup- 
pose que f3' — 1. Quitte a remplacer /j par l'un de ses itetes, on peut supposer 
que di » 1. D'apres le corrollaire 2, il existe une courbe invariante T> tan- 
gente a {wq = 0} en exactement deux points a et a' telle que j~ x T> = VUCi. 
Cette courbe V est de degre 4. D'apres les conditions 3 et 3', quitte a ef- 
fectuer un changement de coordonnees du type (zi,z 2 ) i— > [z\ + a,z 2 + ft), 
on peut supposer que V est definie par $ = ou 

$ = z \z\ - Azf - Az\ + rz\ + uz x z 2 + vz\ + o(|^| 2 ) 

est un polynome de degre 4. D'apres le corollaire 2, il existe un polynome 
W tel que $(/i) = $.W 2 . 

Soit A, la somme des termes de fii qui verifient m + 2n = c?i — i. 

Posons ®i(a) := Aj(a, 1). Montrons que ©i = 2 = 0. Posons Z\ = at et 
z 2 = t 2 . Notons Wi la somme des termes z™z% de W qui verifient m + 2n = 
3di — 3 — i. Posons Vi(a) := Wi(a, 1). Alors d'apres les conditions 3, 3', on a 
fn(at,t 2 ) =f dl (a)t d ^e 1 (a)t d ^ 1 +o(t d ^ 1 )J 12 (at,t 2 ) = t 2d ' +o(t 2d '' 1 ) . On 
peut ecrire W(at,t 2 ) = V (a)t 3dl - 3 + Vi{a)t zdl " A + o(t Ml ~ 4 ). En identifiant 
les coefficients de t 6dl et t 6 ^ 1 dans l'equation $(/i) = &W 2 , on obtient 
f d 2 i ( a )-4 = (a 2 -4)V 2 (a) et 2 f dl (a)6i(a, 1) = 2(a 2 - 4)\/ (a)V 1 (a). La 
relation^T rfl (o;) 2 — 4 = (a 2 — 4)V r 2 (a) implique que Vo est la derivee de T dl 
et que T dl (a), (a 2 — 4)Vo(«) sont premiers entre eux. Alors Vo est de degre 
d\ — 1 et le polynome Oi(o;) est divisible par 2(a 2 — 4)Vo(a). On en deduit 
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que 0i = car cleg©! < d 1 . On a egalement V\ = 0. Alors f n ne contient 
aucun terme z™z% avec m + 2n — d± — 1. De meme maniere, on montre que 
/12 ne contient aucun terme z^z^ avec 2m + n = di — 1. Alors on peut ecrire 
fn(at,t 2 ) =f dl (a)t^ + Q 2 (a)t d ^ 2 + o(t d -- 2 ), f 12 (at, t 2 ) = t 2d - + o(t 2dl " 2 ) et 
W = Vo(a)t 3dl ~ 3 + V 2 (a)t 3dl ~ 5 + o(t Ml " 5 ). En identifiant les coefficients de 
t 6di-2 dang i'g qua tion = $W 2 , onobtient 2f dl (a)6 2 (a) = 2\/ (a)[(« 2 - 

4)V 2 (a;) + f Vo(a)]. Alors 02(a) est divisible par V (a) et done 2 = 0. 

On peut done ecrire f u (at,t 2 ) = f dl (a)t dl +Q 3 (a)t dl ~ 3 +o{t dl ' 3 ). Comme 
le coefficient de z\z dl ~ 2 dans f\ 2 est egal a —di, on a f\ 2 (at,t 2 ) = t 2dl — 
d l at 2dl ~ 3 + o(t 2dl - 3 ). On a egalement W = V (a)t 3dl ~ 3 + l/ 2 (o;)t 3dl ~ 5 + 
V 3 (a)t 3dl ~ 6 +o(t 3dl ~ 6 ). En identifiant les coefficients de t 6dl ~ 3 dans l'equation 
$(/ x ) = $^ 2 ,onobtient2T dl (a)[0 3 (a)-rf 1 af (il (a)] = 2\/ (a)[(a 2 -4)\/ 3 (a) + 
uVo(a)]. Par consequent, ©3(0;) — d\aT dl {a) est divisible par Vb(a) = T di (a). 

L'application f 2 doit verifier une propriete analogue. Par les calculs sim- 
ples, on constate que T' dl o T dl (a)Q 3 (a) — ^d 2 aT d 2(a) + \d\o?T' di o T dl (a) 

est divisible par T^(a). Comme est divisible par T' dl o T dl , le polynome 

aT^a) est divisible par T dl oT dl (a). C'est une contradiction car T d 2 et sa 
derivee sont premiers entre eux. 

□ 



5 Preuve du theoreme 1: deuxieme cas 

Dans ce paragraphe, on suppose que f^ = [w di : wf i T di (w 2 /wi)} (voir 
l'introduction). D'apres le lemme 1, on a (/i|oo) n 7^ (/2|oo) m pour tout 
(n, m) 7^ (0,0). Done d" ^ d™ pour tout (n,m) ^ (0,0). Comme dans le 
paragraphe precedent, on utilise la proposition 2 et le corollaire 2 en a := [0 : 
0:1]. Quitte a remplacer /j par /" et a changer les coordonnees, l'une des 
conditions suivantes sera vraie: 

1- fa = zt'i 

2- fu = T d .zi\ 

3. fn = z d 2 t/2 f di (zi/^) + Ei ou Ei = £ fc+2J<d . hk\z\z\. 
Soient b : = [0 : 1 : 2] et c := [0 : 1 : -2]. 
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Lemme 6 Supposons que di est impair. II existe une courbe V invariante 
par fi et f 2 , passant par a, b et c telle que ma\t{V fl {w = 0},a) = 2, 
mult(£> n {w = 0},6) = mult(D n {w = 0},c) = 1 et f~ x V = V U d- 
De plus, on a mult(/j,Cj) = 2 et mult(Cj fl {wo = 0},d) = 1 pour tout 
d eCi(l {w = 0} etd^a. 

Preuve. On peut supposer que % — 1. Soient U un voisinage suffisamment 
petit de {w = 0} et A p les composantes irreductibles deCiHU qui ne passent 
pas par a. Remarquons que b et c sont fixes et que l'ensemble critique de 
est egal a I Li {a} oh I := (/lloo)" 1 ^ c}\{b, c}. D'apres le lemme 3, A p coupe 
{wq = 0} transversalement en un point de I et mu.lt(f\, A p ) = 2. D'apres 
la proposition 1, il existe (n,m) ^ (n',m') tels que fif™A p = /" /™ A p . 
Ceci implique /{ i /™(/i^4 p ) = /" f™ (fiA p ). D'apres le lemme 5, f\A p est la 
variete stable de fi et f 2 en b ou c. Posons V la courbe algebrique invariante 
par fi et f% qui contient les f\A p . 

Si la condition 1 ci-dessus est vraie, V ne passe pas par a. II suffit de 
poser V := V U {wi = 0}. 

Si la condition 2 ci-dessus est vraie, V ne passe pas par a. II suffit de 
poser V := V U {wi = 2} U {wi = -2}. 

Lorsque la condition 3 ci-dessus est vraie, on pose V := V si V passe 
par a, sinon X> est la reunion de T>' avec la courbe algebrique contenant la 
courbe invariante passant par a qui est decrite dans le corollaire 2. On a 
f^V \ V C d et deg f^V \ V = 2d x -2> degd. D'ou f^V \ V = d et 
mult(/ 1 ,C 1 ) = 2. 

□ 

Lemme 7 Supposons que di est pair. II existe une droite L invariante par 
fi> fi, passant par b. La courbe f^ x L \ L contient une droite L' passant par 
c. La reunion des composantes de d Qui ne passent pas par a, est egale a 
H := fi X {L U L') \(LU L'). De plus, H coupe {wq = 0} transversalement 
et mult (f u H) = 2. 

Preuve. On peut supposer que i — 1. On remarque que b = /(c) est un 
point fixe et que l'ensemble critique de /i^ est egal a / U {a} ou / : = 
(/i|oo) _1 {^) c ) \ {b, c }- On utilise les notations du lemme precedent. Soit A p 
une composante telle que f\A p passe par b. On demontre comme dans la 
proposition precedente que A := f\A p est invariante. D'apres les lemmes 3 
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et 4, f\ 1 A contient une courbe B <JiC\ qui coupe {w = 0} transversalement 
en c. Ceci implique que la courbe algebrique irreductible, contenant A (notee 
L) ne peut pas passer par a car sinon d'apres le corollaire 2, f^L \ L C C\. 
Alors L coupe {wq = 0} transversalement en un seul point. Elle est done une 
droite. La courbe algebrique irreductible V qui contient B coupe {w = 0} 
transversalement en un point unique c. Elle est egalement une droite. Utiliser 
les lemmes 3 et 4, on montre que H C Ci, H coupe {wo = 0} transversalement 
et mult(/i, if) = 2. 

□ 

Proposition 6 Si la condition 3 est vraie, le couple f 2 ) se trouve dans 
I'exemple 4 a une classe de conjugaison pres. 

Preuve. On considere le cas ou d 1 est impair. Le cas contraire sera traite de 
meme maniere. Soit T> la courbe definie dans le lemme 6. C'est une courbe 
invariante de degre 4. Comme /i|x> possede au plus deux points exceptionnels, 
V est reductible. II y a done deux cas possibles. 

Supposons que V est la reunion d'une courbe irreductible S de degre 
3 et d'une droite L. Alors fi\ £ est conjugue a x ±dl car il possede deux 
points exceptionnels (qui se trouvent dans {w = 0}). Notons I :— £ D L. 
Alors fi l L passe par J := (/ll^) -1 /. Comme deg f^L = (di + l)/2, on 
a #J < 3(d 1 + l)/2. On en deduit que #i = 1 car fi\ £ est conjugue a 
x ±dl . Soit d le point d'intersection de 8 et L. C'est un point fixe de fx. La 
valeur propre de f\ en d suivante la direction tangente a £ est egale a d±. 
On montre facilement que la valeur propre de f\ en d suivante la direction L 
est differente de et de rkd\. Les applications j\ agissent sur L comme les 
polynomes permutables. Alors est conjugue a x dl ou a T^. Le fait que 
la valeur propre de fi\i en d est differente de et de ±d"l implique que 
est regulier en chaque point de K := \ {d} et que #fC = rfx — 1. 

L'ensemble fi 1 £ \ £ passe par K. Alors K appartient a C\. On en deduit 
que la courbe f{' 1 L\L passe par K. C'est une contradiction car le degre de 
cette courbe est egal a {d\ — l)/2 < #K. 

Alors la courbe T> contient une courbe rationnelle R tangente a {wq = 0} 
en a. D'apres le corollaire 2, quitte a changer des coordonnees, on peut 
supposer que R = {zf — 4z 2 = 0}. D'apres le corollaire 2, applique au point 
a, on a f~ x R \ R C C«. De plus, la multiplicite de fi sur cet ensemble est egale 
a 2. Par consequent, il existe des polynomes Ri tel que fn 2 — Af i2 = {z\ — 
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4z 2 )R?(zi, z 2 ). Soit 7r l'application de C 2 dans C 2 avec ir(x,y) = (x + y, xy) 
{voir l'exemple 4). Posons hi := (hn,h i2 ) = /j o t. On a h 2 iX — 4h i2 = 
(x — y) 2 Rf(x + y, xy). Ceci montre qu'il existe des applications Fs telles que 
hi = 7r o Fj. Les Fj son t definies par: 

p. = /■ p. p. ) = ( hil ± {x-y)Rj{x + y,xy) ^2 =F (g - y)Rj(x + y, xy) \ 

i \ Hi i2) \ ^ ' ^ y" 

On peut choisir les signes tels que F 1 o F 2 = F 2 o F\. Remarquons que 
Td t ( a i + a 2) ° K = a i' + a 2*- O n verifle facilement que = x di + y di + 
o(\u\ dt ) et h i2 = x dl y dl + o{\u\ dl ) ou z/ := (x,y). On a F n = x di + o(\u\ dl ) 
et Fj 2 = y dl + o(\v\ di ). On a egalement F a (x,y) = F i2 (y,x). Utiliser le 
paragraphe precedent pour le couple (Fi,F 2 ) on montre que ce couple est 
conjugue a un des couples des exemples 1-4. Comme aucune composante 
de fiQ n'est incluse dans Ci, F verifle une propriete analogue. De plus, 
F;|oo = [x dt : y di ]. Par consequent, il existe un automorphisme a de P 2 qui 
preserve l'inflni et qui verifle <7 -1 oFjO<r = (±T d .x, ±T^.y) ou (iT^y, ±T^x). 
Quitte a remplacer /j par / 4 4 , on peut supposer que <t _1 oFj o<r = (T rfi x, T d .y). 
Comme F^ = [x* : y*], on aa = (01,02) = + f3, a'y + /?'). Comme 
Fn(x,y) = F i2 (y,x), on a o^ 1 o T di o a x = o 2 \ o f di o ai. On a egalement 
o"i{±2} = a 2 {±2} car l'ensemble de Julia de T di est [—2,2]. Ceci implique 
que (5 — (5' et a — ±a'. On montre facilement que a = —a' est possible 
seulement si les di sont impairs et f3 — ft' — 0. Dans ce cas, rien n'est 
change si Ton remplace a' par a. On peut supposer que a = a' et si f3 = f3' . 
II est clair maintenant que (fi, f 2 ) est conjugue a un couple construit dans 
l'exemple 4. 

□ 



Proposition 7 La condition 2 est fausse. 

Preuve. Supposons que la condition 2 est vraie. Considerons d'abord le cas 
ou d 1 et d 2 sont impairs. Alors V est la reunion de T := {z 1 = 2}, de 
T' = {zi = —2} et d'une courbe invariante R de degre 2 passant par {6, c} 
qui est irreductible ou une reunion de deux droites. 

Si R est irreductible, l'application j\ agit sur R comme un polynome 
de degre d\ et b, c sont exceptionnels pour /i|_r. Par consequent, est 
conjugue a x ±dl et il n'a pas de point critique different de b et c. Comme la 
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condition 2 est vraie, si s G T~ 1 {±2} et si {z 1 = s} coupe R transversalement 
en z, alors z est un point critique de /i|,r. C'est une contradiction. 

Alors R est la reunion de deux droites L et V qui sont invariantes par 
f\. La droite L passe par b et la droite V passe par c. Quitte a effectuer un 
changement de coordonnees du type (zi, z 2 ) i— > (z±, z 2 + a), on peut suppser 
que L est la droite z 2 — 2zi = 0. II existe v e C tel que L = {z 2 + 2zi + v = 0}. 
D'apres le lemme 6, il existe des polynomes T et V tels que 

/12 - 2/ n = (z 2 - 2^)T 2 et / 12 + 2/ n + v = (z 2 + 2z x + v)V 2 (4) 

On peut ecrire f i2 = zf 1 T dl (z 2 / zi) + A + o(|2| dl_1 ) ou A est homogene 
de degre d\ — 1. On a /n = f dl (zi) = zf 1 + o(|z| dl_1 ) car il est un 
polynome impair. Observons que les points critiques de T dl sont tous de 
multiplicity 2 et s'envoient tous dans les points fixes ±2. Alors il existe des 
polynomes homogenes R et S tels que zf 1 Td 1 (z 2 / zi) — 2z dl = [z 2 — 2zi)R 2 et 
z^f dl (z 2 /z 1 ) + 2zf' = (z 2 + 2z 1 )S 2 . II est clair que (z 2 - 2z x )R et (z 2 + 2z 1 )S 
sont premiers entre eux. Alors on peut ecrire T = R + A x + o(|2;|^ 1_3 ^ 2 ) et et 
V = S + A 2 + o(\z\( dl ~ 3 ^ 2 ) ou Ai et A 2 sont homogenes de degre (di — 3)/2. 
D'apres (4), on a 

A = 2(2 2 - 2z 1 )RA 1 = S[2(z 2 + 2 Zl )A 2 + vS] (5) 

Ceci implique que A est divisible par (z 2 — 2z\)R et par S. Comme [z 2 — 2z±)R 
et S sont premiers entre eux, A est divisible par (z 2 — 2z\)RS. Alors A = 
car deg A < deg(z 2 — 2z\)RS. On en deduit que 2(^ 2 + 2^i)A 2 + vS — 0. 
Alors A 2 est divisible par S. On obtient A 2 = et done v — car deg A 2 < 
degS". Alors L et V se coupent en 0. Soit I := (/i|z / )~ 1 (0) \ {0}. Alors 
fi l L' passe par /. C'est la contradiction recherchee car #7 = di — 1 et 
deg/f 1 /^ (di + l)/2. 

Supposons maintenant que di est pair. On peut supposer que L = {z 2 — 
2zi = 0} et V = {z 2 + 2^i + f = 0}. II existe des polynomes R et S tels que 
^ 1 f dl (z 2 /z 1 )-2z 1 dl = (z 2 -2z 1 )(z 2 + 2z 1 )R 2 et ^f^/z^) + 2z* 1 = S 2 . II 
existe aussi des polynomes T et tels que f 12 — 2f n = (z 2 — 2z 1 )(z 2 + 2z 1 + 
v)T 2 et f\ 2 + 2/n + v = V 2 . Comme dans le cas precedent, on montre que 
v — et que f^L' passe par I := (/i|l) _1 (0). C'est une contradiction car 
#/>deg/r 1 L'. 

□ 
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Proposition 8 Si la condition 1 est vraie, le couple (/i,/2) est conjugue a 
un couple d 'applications polynomials homogenes. 

Preuve. Quitte a remplacer j i par un de ses iteres, on peut supposer que 
di est suffisamment grand. On considere le cas oil d 1 , d 2 sont impairs. Les 
autres cas seront traites de meme maniere. D'apres le lemme 6, on peut 
choisir un systeme de coordonnees tel que X> = {$ = 0}ou 

$ = (z 2 - 2z x )(z 2 + 2 Zl ) + u(z 2 - 2 Zl ) + v 

est un polynome de degre deux. Soit < 5 < d\ — 1 tel que on puisse ecrire 

/i = (/ii,/i 2 ) = (^ 1 ,0 + A + o(H')) (6) 

oil Q := zf 1 T dl (z 2 /zi) et A est homogene de degre 5. D'apres le lemme 6, il 
existe un polynome W tel que $(/i) = Q.W 2 . Soient R et S des polynomes 
homogens verifiant zf 1 f dl (z 2 /z 1 ) - 2z^ = (z 2 - 2z 1 )R 2 et z d ^f dl {z 2 l z x ) + 
2zf x = (z 2 — 2z\)S 2 . Alors (z 2 — 2z\)R et (z 2 + 2z\)S sont premiers entre eux. 

Montrons que u = 0. On prend 5 — d\ — 1. Quitte a remplacer W par 
— W au cas necessaire, on peut ecrire W = RS + A w + o(\z\ dl ~ 2 ) oil A w est 
homogene de degre di — 2. La relation $(/i) = &.W 2 implique 

[(z 2 - 2z x )R 2 + (z 2 + 2 Zl )S 2 ]A = 
= RS[2(z 2 -2z 1 )(z 2 + 2z 1 )A w + u(z 2 -2z 1 )RS] (7) 

Alors A est divisible par (z 2 — 2z\)RS. Comme deg A < (z 2 — 2z\)RS, on a 
A = et done 2{z 2 + 2z\)Aw + uRS = 0. Alors Aw est divisible par RS. 
On obtient A w = et done u = car deg A w < deg RS. 

De meme maniere, en utilisant 5 = di — 2, on obtient v = 0. 

Soit 5 l'entier minimal verifiant (6). Alors on peut ecrire W = RS + 
Ahz + oO^I 5 - 1 ) oil Aw est homogene de degre 5 — 1. On montre exactement 
comme ci-dessus que A = 0. Comme 5 est minimal, ceci implique que f\ 2 
est homogene. 

□ 

6 Preuve du theoreme 1: troisieme cas 

Dans ce paragraphe, on suppose que les /"loo ne sont pas conjugues ni a z ±d i 
ni a ±T d n (voir l'introduction). II faut montrer que f\ et f 2 sont homogenes. 
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D'apres definissent des revetements de O dans lui-meme, ou O = 

(P^n) est l'un des orbifolds Ox, 2 , 3 , C 4 qui seront decrits plus tard. II 
existe egalement un tore complexe T = C/T de dimension 1, des applications 
lineaires Ai(x) = ciiX + fcj preservant le groupe discret V et une fonction 
elliptique F : T — ► P 1 tels que fi o F = F o Aj. On a dj = |aj| 2 et done 
tout point periodique de /j est repulsif. En tout point fixe de f\, la valeur 
propre de fa est egale a a*. L'orbifolds Oj est defini par le couple (P 1 ,^), 
ou rii est une application de P 1 dans Z + qui est egale a 1 sauf sur s = 3 ou 
s = 4 points. On note aj ces s points. Alors l'ensemble des aj est invariant 
par fx et f 2 . Quitte a remplacer fx, f 2 par fx o fg et /i o /™ avec n ^ m 
convenables, on peut supposer que les aj qui sont periodiques pour fi, sont 
egalement periodiques pour f 2 et reciproquement. En effet, si f\of% et fi^f™ 
sont homogenes, fi et f 2 le sont aussi. Maintenant, quitte a remplacer fi par 
l'un de ses iteres, on peut supposer que si otj est periodique, il est fixe. Par 
definition des orbifolds et leur description on a les cas suivants: 

1. Pour Ox, s = 3 et nx{a.j) = 3 pour j = 1, 2, 3 et aj G Z[a>] avec 
= exp(7rz/3). Alors si c?j n'est pas divisible par 3, dj = 1 modulo 3. Les aj 

sont tous fixes repulsifs pour et l'image reciproque de aj est constitue 
par lui-meme et (dj — l)/3 autres points; la multiplicite de fi\oo sur chacun 
de ces (dj — l)/3 points est egale a 3. 

Sinon, /j(«i) = fi(oc 2 ) = /j(a 3 ) = ai. L'image reciproque de aj pour 
j = 2, 3 est constitue par dj/3 points de multiplicite 3; celle de ax est constitue 
par les aj et dj/3 — 1 autres points de multiplicite 3. 

2. Pour 2 , s = 3 et n 2 (ax) = 6, n 2 (a; 2 ) = 3, n 2 {a 3 ) = 2 et a 8 G Z[a>] 
avec uj = exp(7ri/3). Alors si dj n'est pas divisible par 2 ni par 3, dj = 1 
modulo 6. Les aj sont tous fixes repulsifs pour fi et l'image reciproque de 
ax (resp. a 2 et a 3 ) est constitue par lui-meme et (dj — l)/6 (resp. (dj — l)/3 
et (dj — l)/2) autres points de multiplicite 6 (resp. 3 et 2). 

Si dj est divisible par 2 mais non pas par 3, alors dj = 4 modulo 6. 
Dans ce cas, ax et a 2 sont fixes et fi{a 3 ) = ax. L'image reciproque de «3 est 
constitue par dj/2 points de multiplicite 2; celle de a 2 (resp. ax) est constitue 
par lui-meme (resp. lui-meme et a 3 avec la multiplicite 3) et (dj — l)/3 (resp. 
(dj — 4)/6) autres points de multiplicite 3 (resp. 6). 

Si dj est divisible par 3 mais non pas par 2, alors dj = 3 modulo 6. 
Dans ce cas, ax et a 3 sont fixes et fi(a 2 ) = ax- L'image reciproque de a 2 est 
constitue par dj/3 points de multiplicite 3; celle de a 3 (resp. ax) est constitue 
par lui-meme (resp. lui-meme et a 2 avec la multiplicite 2) et (dj — l)/2 (resp. 
(dj — 3)/6) autres points de multiplicite 2 (resp. 6). 
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Si di est divisible par 6, fi(ai) = fi(a 2 ) = fi(oi 3 ) = a±. L'image 
reciproque de 0:3 (resp. a 2 ) est constitue par di/2 (resp. di/3) points de 
multiplicite 2 (resp. 3); celle de ct\ est constitue par lui-meme, 0:3 avec la 
multiplicite 3, a 2 avec la multiplicite 2 et di/Q points de multiplicite 6. 

3. Pour O3, s = 3 et ni(ai) = 4, 711(02) = 4, 774(03) = 2 et a, 6 Z[i]. 
Alors si di n'est pas divisible par 2, di — 1 modulo 4. Dans ce cas, les o,- 
sont fixes repulsifs. L'image reciproque de 0:3 (resp. a 2 ou Oi\) est constitue 
par lui-meme et (di — l)/2 (resp. (d, — l)/4) autres points de multiplicite 2 
(resp. 4). 

Sinon, quitte a remplacer par on peut supposer que di est divisible 
par 4. Alors fi(a\) = fi(a 2 ) = fi(a 3 ) = a.\. L'image reciproque de 03 (resp. 
a 2 ) est constitue par di/2 (resp. dj/4) points de multiplicite 2 (resp. 4); celle 
de cti est constitue par lui-meme, a 2 avec multiplicite 1, «3 avec multiplicite 
2 et di/A — 1 autres points de multiplicite 4. 

4. Pour O4, s = 4 et 711(0,-) = 2 pour j = 1, 2, 3, 4. Si dj n'est pas divisible 
par 2, alors tous les Oj sont fixe repulsifs. L'image reciproque de chaque 0;^ 
est constitue par lui-meme et (di — l)/2 autres points de multiplicite 2. 

Sinon, il y a deux cas possibles. Pour le premier cas, fi(a\) = fi(a 2 ) = 
fi( a z) = fi(&i) = ot\. L'image reciproque de Oj pour j = 2, 3, 4 est constitue 
par di/2 points de multiplicite 2; celle de ot\ est constitue par les ctj avec la 
multiplicite 1 et di/2 — 2 autres points de multiplicite 2. 

Pour le second, fi(ai) = fi(oL 3 ) = ai et fi(a 2 ) = /j(oi) = a 2 - L'image 
reciproque de Oj pour j = 3,4 est constitue par dj/2 points de multiplicite 
2; celle de Oj pour j = 1,2 est constitue par Oj, 0:^+2 avec la multiplicite 1 
et di/2 — 1 autres points de multiplicite 2. 

Remarquons que dans tous les cas, on a 



Soit r le nombre des Oj qui sont fixes par /1 et f 2 . Alors r = 1, 2 ou s. 

Lemme 8 Sir = s, il existe une courbe L de P 2 invariante par fi et f 2 ; elle 
coupe {wq = 0} transversalement en a±, . . . ,a s . De plus, f~ l L = LUCi et 
mult(/j, A) egale a la multiplicite de en chaque point de A n {w = 0} 
pour toute composante A de 

Preuve. II suffit de montrer la proposition pour % — 1. Soit U un voisinage as- 
sez petit de {w = 0} tel que C±r\U soit la reunion des courbes irreductibles 




j 
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A p ; chaque A p coupe {w = 0} en un seul point (5 p . D'apres le lemme 3, 
f3 p appartient a l'ensemble critique de /i|oo. Par chaque point Oij passe une 
courbe lisse, stable par j\ et par fi- Fixons un A p . Soit aij = fi(/3 p ). On 
choisit un systeme de coordonnees local (x, y) pour un voisinage de OLj tel 
que atj = (0,0), {x = 0} = {w = 0} soit la variete instable, (y = 0) soit 
la variete stable et tel que fi(x, y) = (x dl + o(x di ), a^y + xygi(x, y)). Comme 
(/i|oo) n 7^ (/2|oo) m pour tous entiers positifs n, to, on a a™a™ ^ a™ a™ 
pour tous (n,m) ^ (n',m'). On va montrer que f\A p est la variete sta- 
ble de fi en a,-. II est clair que f\A p ^ {x = 0}. D'apres la proposi- 
tion 1, fif™A p = fi'f™'Ap pour certains couples (n, to) ^ (n', to'). D'ou 
fifTifiAp) = fi f™' (fiAp). D'apres le lemme 5, f\A p est la variete stable 
car elle passe par aij. 

Soit L := /i(Ci). Comme les varietes stables coupent {wq = 0} transver- 
salement, L coupe {wq = 0} transversalement en les aij. Done degL = s. 
Alors les A p sont les composantes irreductibles de f^L \L(~)U. Soient (3 P : = 
A p fl {w = 0} et aj p := fi((3 p ) avec 1 < j p < s. Posons m p := mult(/i, A p ) 
et n p := mult(A p fl {w = 0},j3 p ). D'apres le lemme 4, J2j p =j m p n p = 
di — 1, Yl m p n p = s (^i — 1) e t m p < m ult(/i|oo, f3p) = n(aij ). On sait 
que degCi = 2(di — 1) compte avec les multiplicites. D'apres le lemme 3, 
£)(mp - l)n p = 2(di - 1). D'ou: 



Par consequent, m p = n(a Jp ) = mult(/i|oo, /5 P ) et n p — 1 pour tout p. Alors 
les A p sont disjointes. Alors il est clair que C\ = fi l L \ L et mult(/i, A) est 
egale a la multiplicite de /i|oo en chaque point de A fl {wo = 0} pour toute 
composante A de f^L. 



Lemme 9 Si r = 1, il existe une droite L ^ {w = 0} invariante par f\, 
fi et passant par ot\. L'ensemble f~ x L se constitue par L, par des courbes 
L' et Hi C Q. La courbe V coupe {wq = 0} transversalement en a 2 , ... , a s 




2(4-1) 



□ 
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et f\ l L' — Ci \ (H U L'). Pour chaque composante A de Q, mult(/j, A) est 
egale a la multiplicite de en chaque point de A n {w — 0}. 

Preuve. On peut supposer que i — 1. On considere le cas ou O — 2 - Les 
autres cas seront traites de meme maniere. 

Soient U, A p , j3 p definies dans la preuve du lemme precedent. Fixons 
un p tel que f\A p = a±. Comme dans le lemme precedent, on montre que 
f\A p est la variete stable de f\ en a\. Soit L la courbe algebrique contenant 
fiA p . Alors L coupe {w = 0} transversalement en un point unique a.\ 
car C\ fl {w = 0} s'envoie dans a±. La courbe L est done une droite. 
Soient B q , C v , les composantes irreductibles de f^L \LC\U telles que 
C u n {w = 0} = a 2 , n {-u) = 0} = a 3 et 5 g n {w = 0} =: /3 9 ^ a 2) a 3 . 
On appele m q , m u , les multiplicites de /i sur _B g , CV, -D^ et n g , n^, les 
multiplicites de l'intersection de B q , C u , avec {wo = 0}. 

D'apres les lemmes 4 et 3, on a ^ m q n q = d\ — 6, m u n v — 2, X] — 
3> XX m g -1 ) n g = 5(di/6-l), ^(^-1)^ = 1, X)(m $ - = 2, m 9 < 6, 
m v < 2 et < 3. Done 

(d\ \ v^, x -v m q — 1 x 5 

— - I J = }^{m q -l)n q = ^ ^ m q n q < ^ ^rn q n q = 5 

D'ou m q = 6 = mult (/i |oo, et n q — 1. De meme, = 2 = mult(/i| 00 , a 2 ), 
nj, = 1, = 3 = mult (/i |oo, a 3 ) et — 1. II y a done — 1 com- 
posantes -B g ; sur chacune _B g la multiplicite de /i est egale a 6; il y a une 
seule composante C v avec la multiplicite 2 et une seule composante avec la 
multiplicite 3. Ces composantes sont disjointes et coupent {wq = 0} transver- 
salement. Posons C := C v et D := D^. Soit A p une composante verifiant 
fiA p fl {w = 0} = a 2 . Comme dans le lemme 8, on prouve que f^A p est 
la variete stable de f\ en ct\. D'ou j\A p = C. Soient F v les composantes 
irreductibles de f^C fl U, f3 v := F v fl {w = 0}, m v := mult(/i,F^) et 
n v : = mult(F^n{w — 0}, /?,,). D'apres les lemmes 3 et 4, on a Yl, m v n v = di, 
XX m ?7 ~~ l) n »? = 2di/3 et m v < 3. D'ou: 

-d! = ^2(m v - l)n v = ^ — -m v n v ^ \ m v n v = \ d i- 

Ceci implique que = 1, = 3 = mult(/i| 00 , Les F T] appartiennent 
a C\\ chacune est de multiplicite 3 et coupe {wq = 0} transversalement. La 
courbe f^D verifie une propriete analogue. Alors f{ x L' = C\ \ (H U L') et 
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pour chaque composante A de Ci, mult(/i,A) est egale a la multiplicite de 
/i|oo en chaque point de A fl {w = 0}. 

□ 

Lemme 10 Si r — 2 et si O — 2 , il existe deux droites L et L' invariantes 
par fi et f 2 ; L passe par a± et V passe par aj avec j — 2 ou 3. La courbe 
f~ X L est la reunion de L, d'une droite A passant par ai et d'une autre courbe 
Hi oil I 7^ 1, j . La courbe f~ l L' est la reunion de L' et d'une autre courbe 
H[. On a Q = A U f^A U Hi U H[. Pour toute composante irreductible 
A de Ci, mult(/j,A) est egale a la multiplicite de en chaque point de 
A n {w = 0}. 

Preuve. Si di est pair, j — 2 et I — 3; si di est divisible par 3, j = 3 et 
/ = 2. Comme dans les lemmes precedents, on montre qu'il existe une courbe 
invariante passant par <y,\ et aj. L'image reciproque de cette courbe par fi 
contient des composantes de Ci, ou les multiplicites de fi sont egales a n(ai) 
et n(aij). Comme n(ai) 7^ n(aij), cette courbe invariante est reductible. 
Elle est done la reunion de deux droites L et V . On montre tout comme 
dans les lemmes precedents que f i ~ 1 L contient A passant par ai, que Ci = 
A U /j _1 A U Hi U Hi et que mult(/j, A) est egale a la multiplicite de en 
chaque point de A fl {w = 0} pour toute composante A de Cj. 

□ 

Lemme 11 Si r = 2 et si O^, il existe une courbe V invariante par f\ et 
f 2 ; cette courbe est de degre 2 et passe par a± et a 2 . La courbe f^V est la 
reunion de V, d'une courbe V de degre 2 passant par a% et a 4 et d'une autre 
courbe Hi. On a Ci = HiU f^V. Pour toute composante irreductible A de 
Ci, mult(/j,A) est egale a 2. 

Preuve. Comme dans les lemmes precedents, on montre qu'il existe une 
courbe T> invariante par fi et f 2 et coupe {wq = 0} transversalement en 
cci et a. 2 . Cette courbe est alors de degre 2. L'ensemble f^ x {T>) est la 
reunion d'une courbe V et d'une courbe Hi. La courbe V coupe {wo = 0} 
transversalement en a 3 et a^. La courbe V est egalement de degre 2. On a 
aussi u = Hi U fi X V. On montre comme dans les lemmes precedents que 
mult(/j, A) est egale a la multiplicite de en chaque point de Ar\{w = 0} 
(i.e. egale a 2) pour toute composante A de Ci. 
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□ 



Proposition 9 Le couple (/i,/2) est conjugue a un couple d 'applications 
polynomiales homogenes. 

Preuve. Nous allons traiter seulement le cas oil r = s et O = qui nous 
semble le plus complique. La preuve est essentiellement valable pour les 
autres cas. 

Quitte a remplacer /i par Fun de ses iteres, on peut supposer que d\ est 
sufnsamment grand. On choisit un systeme de coordonnees tel que a.\ — [0 : 
1 : 0], a 2 — [0 : : 1], a 3 — [0 : 1 : 1], a 4 = [0 : 1 : a] et la courbe L soit 
definie par l'equation $ = oil a 6 C \ {0, 1} et 

&(z) = ziz 2 {z 2 - zi)(z 2 - azi) + bz\z 2 + cz\z\ + dz\ + uz 2 + v 

est un polynome de degre 4. Soit < 5 < di — 1 un nombre naturel tel qu'on 
peut ecrire 



oil P, Q (resp. Ai et A 2 ) sont homogenes de degre d\ (resp. 5). D'apres 
le lemme 8, il existe un polynome W tel que $(/i) = Q.W 2 . On pose 
A3 := A2 — Ai et A4 := aA 2 — Ai. Par definition de O4, il existe des 
polynomes homogenes R, S, T et V de degre (di — l)/2 tels que P = ziR 2 , 
Q = z 2 S 2 , Q-P = (z 2 - z x )T 2 et aQ - P = (az 2 - z^V 2 . Observons que 
ZiR, z 2 S, (z 2 — z\)T et (az 2 — z\)V sont deux a deux premiers entres eux car 
P et Q sont permiers entre eux. On a W = RSTV + o(|z| 2 ^ 1-1 ^). 

Montrons que b = c = 0. Considerons 5 = d\ — 1. On ecrit W = 
RSTV + A + o(|,2| 2a!l ~ 3 ) oil A est homogene de degre 2d\ — 3. On obtient de 
l'equation <E>(/i) = &W 2 que 

R 2 S 2 T 2 A 4 + R 2 S 2 V 2 A 3 + R 2 T 2 V 2 A 2 + S 2 T 2 V 3 A 1 
= RSTV[(bz 2 1 z 2 + cz 1 zi)RSTV + 2 Zl z 2 (z 2 - z l )(z 2 -az l )A] (9) 

Cette egalite implique que Ai (resp. A 2 , A 3 et A 4 ) est divisible par Z\R 
(resp. z 2 S, T et V). On pose Ax = zxRA'^ A 2 = z 2 SA' 2 , A 3 = TA 3 et 
A 4 = VA4. Par definition de A 3 et de T on a 



fi(z) = /12) = (P + Ax + o(|^| 5 ), Q + A 2 + o(|^| 5 )) 



(8) 



z 2 SA' 2 - Zl RA[ = TA' 3 

z 2 S 2 - Zl R 2 = (z 2 - Zl )T 2 



(10) 
(11) 
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On obtient de ces relations que 

Zl R(SA[ - RA' 2 ) = T[{z 2 - Zl )TA' 2 - SA' 3 ] (12) 

Par consequent, SA[ — RA' 2 est divisible par T car Z\R et T sont premiers 
entre eux. De meme maniere, a l'aide de A4 et de V, on montre que SA[ — 
RA' 2 est divisible par V. Comme T et V sont premiers entre eux, SA[ — RA 2 
est divisible par TV. Mais degSA^ — RA' 2 est plus petit que degTV. Done 
SA[ — RA 2 = 0. Ceci implique que A[ est divisible par R. On en deduit 
que A[ = A' 2 = car degA' x < degi?. On obtient aussi A x = A 2 = et 
b = c = 0. 

De meme maniere, avec 5 = d\ — 2, on montre que d — u — et ensuite 
avec 5 = d\ — 3, on montre que v — 0. 

On choisit 5 minimal tel que (8) soit vrai. Alors 5 < d\ — 4. D'apres 
l'equation $(f x ) = $W 2 , on peut ecrir W = RSTV + A + o(\z\ dl - 2+s ) oh A 
est homogene de degre d\ — 2 + 5. On montre exactement comme ci-dessus 
que Ai = A2 = 0. Comme S est minimal, ceci implique que fi est homogene. 
De meme maniere, on montre que f 2 est homogene. 

□ 
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